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1. Стереографическая проекция.


Стереографическая проекция - проекция расширенной комплексной плоскости на сферу Римана. Представим себе плоскость C={z=x+iy} в трехмерном евклидовом пространстве и сферу 


	S = { (,(,( |  (2+(2+((-1/2)2=1/4 },	(1.1)


лежащую на этой плоскости и касающуюся ее в начале координат. Обозначим начало кординат через О, а противоположную О точку сферы через Р.  Каждой точке z  плоскости поставим в соответствие точку А(z) на сфере, являющуюся точкой пересечения сферы с прямой, соединяющей точки z и P. Будем считать, что бесконечно удаленной точке плоскости соответствует точка Р.


Теорема 1.1. При стереографической проекции любой точке z=x+iy ставится в соответсвие точка A(z) на сфере S с координатами


	� EMBED Equation.2  ���.	(1.2)


Пусть k(w,z) - хордальное расстояние между точками w и z, т.е. расстояние между точками A(w) и A(z). Тогда


	� EMBED Equation.2  ���.	(1.3)


2. Функции комплекного переменного. Предел. Непрерывность.


Пусть функция f(z) определена на множестве Е, ( - предельная точка этого множества. Тогда пределом функции f(z) при z((, z(E будем называть число А=lim f(z), удовлетворяющее условию:


((>0:   ((=((():  при z(E, 0 < |z-(| < ( выполняется | f(z)-A| < (.


Для существования предела комплексной функции f=u+iv ( чтобы существовали пределы ее действительной и мнимой частей u и v:


lim f(z) = lim u(z) + i lim v(z), z((.


Непрерывность функции f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y) эквивалентна непрерывности действительных функций u(x,y) и v(x,y). 





3. Дифференцируемость функций комплекного переменного. Аналитичность. 


Функция f(z), определенная в некоторой окрестности точки (, называется дифференцируемой в этой точке, если существует предел


	� EMBED Equation.2  ���,


называемый производной функции f(z) в точке (.


Теорема (Условия Коши-Римана). Для дифференцируемости функции f(z)=f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y) в точке (=(+i( ( чтобы функции u(x,y) и v(x,y)  были дифференцируемы в точке ((,() и чтобы их частные производные в этой точки были связаны соотношениями


	� EMBED Equation.2  ���	 (CR).


Функцию f(z) назовем голоморфной в точке (, если она представляется степенным рядом вида


	� EMBED Equation.2  ���,


сходящимся в какой-либо окрестности этой точки. 


Функцию f(z) называют голоморфной в точке z=(, если 


	� EMBED Equation.2  ��� (|z|>R).


Утверждение. Дифференцируемость и голоморфность функции комплексной переменной эквивалентны.


В полярной системе координат условия (CR) имеют следующий вид:


	� EMBED Equation.2  ���,  � EMBED Equation.2  ���.


4. Теорема Коши и ее обобщение.


Теорема (Коши). Пусть D - область, ограниченная конечным числом кусочно-гладких кривых, а функция f(z) голоморфна в области D и на ее границе (D. Тогда


	� EMBED Equation.2  ���.


Обобщение. Утверждение теоремы остается верным и в предположении, что f(z) голоморфна (или дифференцируема) в области D и непрерывна на D((D.


5. Интегральная формула Коши.


Теорема. Пусть функция f(z) дифференцируема в области D. Если конечная область G лежит со своей границей С в области D, и ((G, то


� EMBED Equation.2  ���


Выражение 





� EMBED Equation.2  ���,


где функция f(z) определена и непрерывна на контуре C, называется интегралом типа Коши.


Теорема. Функция F(z), определяемая интегралом типа Коши, есть аналитическая в области, ограниченной контуром C, и для ее производных имеют место формулы


� EMBED Equation.2  ���


. . .


� EMBED Equation.2  ���





6. Принцип максимума модуля аналитической функции.


Теорема.  Пусть функция f(z) голоморфна в области D, M = sup | f(z) |. Тогда при условии, что f(z) не есть постоянная на D, | f(z) | < M всюду на D.


7. Гармонические функции и их свойства. Принцип максимума.


Пусть функция f(z)=u+iv дифференцируема в области D и функции u(x,y) и v(x,y) имеют непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Запишем для этой функции уравнения (CR). Дифференцируя первое из них по x, а второе - по y, получаем:


	� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.	(7.1)


Поскольку частные производные � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� в силу их непрерывности равны, складывая эти неравенства, получаем 


	� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���=0.	(7.2)


Аналогичное равенство выполняется и для v:


	� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���=0.	(7.3)


Уравнение вида (7.2) называется уравнением Лапласа, а действительная функция u(x,y), ему удовлетворяющая, называется гармонической функцией. Гармонические функции u и v, связанные между собой уравнениями (СR), называются сопряженными.


Теорема. Для дифференцируемости функции f(z)=u+iv в области D необходимо и достаточно, чтобы u и v были сопряженными гармоническими функциями.


Теорема (принцип максимума для гармонической функции). Пусть функция u(x,y) есть гармоническая в области D, 


	M=sup u(x,y), m = inf u(x,y).	(7.4)


Тогда всюду на D


	m < u(x,y) < M


при условии, что u(x,y) не есть постоянная на D.


8. Разложение гармонических функций в ряды. Ряд Фурье для гармонической функции.





9. Бесконечная дифференцируемость аналитических функций. Теорема Лиувилля.


Функция, аналитическая во всей комплексной плоскости С, называется целой.


Теорема 9.1 (Лиувилля). Если для модуля целой функции f(z) во всей комплексной плоскости выполнено неравенство


	| f(z) | ( M | z |(,	(9.1)


то f(z) есть многочлен, степень которого n ( (.


Следствие. Если целая функция ограничена во всей комплексной плоскости, то она есть постоянная.


Следствие (основная теорема алгебры). Всякий многочлен Pn(z) (n>0) имеет по крайней мере один нуль.


10. Неопределенный интеграл. Теорема Морера.


Пусть функция f(z) определена в области D, а функция F(z) дифференцируема в этой области, причем F’(z) = f(z). Тогда F(z) называется первообразной функции f(z) в области D.


Теорема. Если функция f(z) дифференцируема в области D, то она имеет в этой области первообразную.


Достаточно доказать, что первообразной является функция 


	F(z) = � EMBED Equation.2  ���,	(10.1)


где интеграл берется по любой кривой, лежащей в области D.


Теорема (Морера). Пусть функция f(z) непрерывна в односвязной области D и пусть интеграл от этой функции по любому замкнутому контуру, лежащему в D, равен нулю. Тогда функция f(z) голоморфна в этой области.


11. Равномерно сходящиеся ряды аналитических функций.


Теорема 11.1 (первая теорема Вейерштрасса). Пусть функции fn(z) голоморфны в области D, и пусть ряд


	� EMBED Equation.2  ���	(11.1)


равномерно сходится в каждой замкнутой области, лежащей внутри D. Тогда функция f(z) голоморфна в области D.


Теорема 11.2 (вторая теорема Вейерштрасса). В условиях первой теоремы Вейерштрасса ряд (11.1) можно дифференцировать почленно любое число раз.


12. Аналитичность суммы равномерно сходящегося степенного ряда. Теорема Тейлора.


Рассмотрим степенной ряд вида


	f(z) = � EMBED Equation.2  ���.	(12.1)


Согласно теореме Коши-Адамара, радиус сходимости ряда (12.1) выражается формулой


	R = � EMBED Equation.2  ���,	(12.2)


Согласно теореме (11.1), функция f(z) голоморфна в круге сходимости данного ряда


	K = { z  |  | z - z0 | < 0 }.


Теорема (Тейлора). Пусть функция f(z) голоморфна в области D. Тогда в окрестности любой точки z0 этой области функция f(z) представляется степенным рядом вида (12.1), где


	� EMBED Equation.2  ���.	(12.3)


13. Теорема единственности аналитических функций. Нули аналитической функции.


Теорема (единственности). Пусть функция f(z) голоморфна в области D, а {zn} - бесконечную последовательность попарно различных точек, имеющих хотя бы одну предельную точку в области D. Если во всех этих точках f(zn)=0, то f(z)(0 во всей области D.


Точка а называется нулем голоморфной функции f(z), если f(а)=0. Если f(z)=(z - a)mg(z) и g(a)(0, то говорят, что а - нуль порядка m.


Теорема. Пусть функция f(z) регулярна в точке а и f(a)=0. Тогда либо f(z)(0 в некоторой окрестности точки а, либо существует такая окрестность этой точки, в которой функция f(z) не имеет других нулей, кроме а.


14. Ряды Лорана. Теорема Лорана.


Ряд вида 


	� EMBED Equation.2  ���	(14.1)


где а и сn - комплексные числа, называется рядом Лорана.


Теорема 14.1 (Лорана). Функция f(z), голоморфная в кольце 


	D :  r < | z - a | < R,	(14.2)


представляется в этом кольце сходящимся рядом Лорана (14.1), где


	� EMBED Equation.2  ��� ( r < R0 < R).	(14.3)


Теорема 14.2. Разложение в ряд Лорана, указанное в теореме (14.3), единственно.


�
15. Классификация изолированных изолированных особых точек. Устранимая особая точка. Полюс.


Изолированные о.т.�
Функция�
Ряд Лорана 


по степеням (z-a)�
� EMBED Equation.2  ����
�
Устранимая о.т.�
имеет аналитическое продолжение в a�
� EMBED Equation.2  ���


(только правильная часть)�
A�
�
Полюс порядка m�
� EMBED Equation.2  ���


(g(z) - голоморфная в а)�
� EMBED Equation.2  ����
(�
�
Существенная о.т�
�
� EMBED Equation.2  ���


(главная часть содержит беск. много членов)�
не существует�
�



16. Существенно особая точка. Теорема Сохоцкого-Вейерштрасса.


Теорема (Сохоцкий). Пусть а - существенно особая точка для f(z). Тогда для любого комплексного числа А найдется последовательность точек {zn}, сходящаяся к точке а и такая, что последовательность {f(zn)} сходится к A.


Теорема (Пикар). В любой окрестности существенно  особой точки функция принимает, и притом бесконечное число раз, любое значение, кроме, быть может, одного (исключительного).


Пример. a=( является существенно особой точкой для f(z)=exp(z). Любое значение А(0 функция принимает в точках zk=ln|A|+i(arg A+2(k). 


17. Вычет аналитической функции в изолированной особой точке. 


Пусть функция f(z) голоморфна в проколотой окрестности K точки а. Вычетом функции f(z) называется коэффициент с-1 ряда Лорана для f(z) в окрестности точки а, т.е. величина


	� EMBED Equation.2  ���,	(17.1)


где СR есть окружность |z - a| < R, ориентированная положительно.


Если точка а есть полюс порядка m для f(z), то значение вычета в этой точке можно вычислить как


	� EMBED Equation.2  ���.	(17.2)


Вычетом функции f(z) в бесконечно удаленной точке называется число -с-1 , где с-1 - коэффициент при 1/z ряда Лорана для f(z) в окрестности бесконечно удаленной точки.





18. Вычисление интегралов с помощью вычетов. Лемма Жордана.


Теорема 18.1 (основная теорема теории вычетов).  Пусть функция f(z) регулярна в односвязной области D, за исключением конечного числа особых точек z1, ... , zn. Пусть С - простая замкнутая кривая, лежащая в D и содержащая внутри себя точки z1, ... , zn. Тогда


	� EMBED Equation.2  ���.	(18.1)


Для вычисления некоторых несобственных интегралов вида


	I = � EMBED Equation.2  ���


следует применить формулу (18.1) к контуру С, состоящему из интервала (-R;R) и полуокружности CR = { |z| = R, Im z > 0 }.


Теорема 18.2 (лемма Жордана). Если f(z) аналитична в верхней полуплоскости, исключая, быть может, конечное число полюсов:


	f(z) ( A({Im z > 0} \ {a1,...,an})


и f(z) стремится к нулю при |z| ( (, когда y ( 0, то для любого действительного положительного числа m


	� EMBED Equation.2  ���.	(18.2)


19. Логарифмический вычет. Теорема Руше. Принцип аргумента.


Назовем интеграл вида


	� EMBED Equation.2  ���	(19.1)


логарифмическим вычетом функции f(z) относительно контура Г.


Теорема 19.1. Логарифмический вычет функции f(z) относительно замкнутого контура Г равен разности между суммой N кратностей всех ее нулей и суммой P кратностей всех ее полюсов, заключенных внутри Г:


	� EMBED Equation.2  ��� = N - P.	(19.2)


Равенство (19.2) можно переписать в виде


	� EMBED Equation.2  ���,	(19.3)


где (( arg f(z) - приращение аргумента функции f(z) при обходе кривой Г в положительном напрвалении. Равентство (19.3) известно под названием принципа аргумента.


Теорема 19.2 (Руше). Пусть функции f(z) и g(z) голоморфны в ограниченной односвязной области D и на ее границе Г, и пусть для всех z(Г имеет место неравенство:


	| f(z) | > | g(z) |.	(19.4
